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Résumé :

Nous étudions la convection-diffusion tri-dimensionelle entre tubes paralléles par une for-
mulation théorique bi-dimensionnelle précédement proposée. L’implémentation de cette
formulation bi-dimensionnelle par éléments finis permet de calculer une vaste classe de
configurations physique, hydrodynamiques et géométriques. Nous nous attachons a l’étude
du champ de température et de [’évolution des flux en fonction du nombre de Péclet Pe,
l’écart entre les deux tubes d, le rayon des tubes r et les vitesses des €coulements au sein
des tubes.

Abstract :

We study three-dimensional convection-diffusion between parallel tubes using a previously
proposed two-dimensional theoretical formulation. Finite element method implementation
allows the computation of a wide range of physical, hydrodynamic and geometric configu-
rations. We focus the study on both temperature and flux evolution between two convective
tubes the radius of which is r, distant by d, when varying their inside velocity field through
the Peclet number Pe.

Mots clefs : convection-diffusion ; probléeme de Graetz ; méthodes aux éléments
finis

1 Introduction

Les problemes de convection-diffusion entre tubes paralleles sont pertinents pour différents
problémes de transfert de chaleur ou de masse tels que les échangeurs a tubes, des micro-
échangeurs convectifs, les planchers chauffant, ou les échanges de matieres entre les vais-
seaux sanguins et les tissus. Graetz [2] a étudié le champ de température au sein d’un tube
dans lequel un écoulement de Poiseuille est établi en négligeant la diffusion axiale. Dans
ce cas on cherche la solution 7" sous la forme de variable séparées du probleme permettant
la définition de valeurs et vecteurs propres A et 7). On se ramene ainsi a un probleme
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aux valeurs propres. De plus des propriétés mathématiques de ce probléme (notamment
symétrique négatif) permettent de justifier une solution de la forme :

T(r,y,2) = Z exh(z,y)e™ ou A CR™ (1)
AEA

Le probleme de Graetz connait plusieurs déclinaisons. Il s’en distingue deux : le probleme
de Graetz étendu, dans lequel le terme de diffusion axiale n’est plus omnis, et le probleme
conjugué de Graetz dans lequel on rajoute une partie solide (par exemple autour du tube)
ou de la diffusion a lieu. Cependant le principe de résolution n’est plus aussi évident.
Ainsi dans le cas conjugué la notion de probléme aux valeurs propres n’est plus pertinente
sur le domaine complet, c’est a dire fluide et solide. Concernant le cas étendu, la diffusion
axiale permet I'apport d’informations dans le sens inverse de 1’écoulement, il apparait donc
dans ce cas des valeurs propres positives si bien que la propriété de symétrie négative du
probléme du Graetz n’est plus respectée. La décomposition de la solution sous la forme
de (1) n’est plus possible. Ce sont les travaux de Papoutsakis et Ramakrishna [6, 7, 8] qui
ont permi de surmonter ces difficultés dans le cas du probleme étendu. Ils ont reformulé
ce dernier en ajoutant a la température une seconde inconnue : le flux de température,
décomposant ainsi 1’équation d’advection-diffusion en deux équations différentielles du
premier ordre. Ainsi ils se ramenérent & un probléme aux valeurs propres symétriques et
pouvaient déterminer les coefficients cy. Des travaux [9, 10] ont permis de poser le cadre
d’une formulation mathématique compléte du probleme de Graetz et de ces déclinaisons
afin de décomposer la solution sous la forme (1). Cette formulation a récemment été
étendue aux cas de domaines finis [11]. Dans un premier temps nous décrivons la for-
mulation mathématique du probleme de Graetz généralisé. Nous allons ensuite établir la
formulation variationnelle. Nous ménerons une étude paramétrique sur les flux basée sur
le nombre de Péclet de notre probleme, les champs de vitesse, le rayon des tubes et la
distances entre ces derniers.

2 Formulation théorique

Le domaine de section € est composé de trois parties : une premiere partie solide de section
1 dans laquelle sont confinés deux tubes infinis de sections €25 et Q23 d’axe e,. Les sections
de ces trois parties sont comprises dans le plan (z,y). Au sein des tubes un écoulement
laminaire de la forme v = v(x,y)€, est établi. Dans chaque tube, nous considérons ici un
profil parabolique de Poiseuille. Il vérifie Vo, = v; avec v1 =0 et vg3 >0 ou <0.

Fic. 1 — Configuration géométrique du probléeme : a gauche une coupe du domaine, a
droite le domaine complet.

On définit sur la section 2 I'’équation de concervation des flux adimensionnés :

oO*T or
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k est la conductivité telle que k = k(z,y) et kjo, = k; et Pe est le nombre de Péclet de notre
probleme. A cela on doit rajouter des conditions de couplage aux interfaces fluide-solide :

T, = T] et k;VT; - n;; = ijTj -1, sur Pi7j

avec I'; ; qui est 'interface entre €); et ; et n;; la normale a I'; ;. On définit également
des conditions aux limites de type Dirichlet sur la frontiere du domaine 02 avec un saut
en z=0:

Tioo =0 2>0 ; T(,z) =0 z— 400
Tion =1 2<0 T(,z) =1 z— —00

On reformule ensuite cette équation en un systeme de deux équations a deux inconnues
en introduisant le vecteur p tel que :

0.7 = Pevk 'T—k7'V-(p) (3)
o.p = kVT (4)
Le systéme est ensuite écrit sous la forme matricielle suivante :
d
E@(z) = A®(z) avec P(z) = I];((j))
oll
A— Pevk™' —k71V.
N kY 0

La solution de notre probléeme ®(z) € H ou H = L*(Q) x (L?(2))? et (L*(2))? I'espace
des fonctions vectorielles de carré intégrable sur §2. H est un espace de Hilbert auquel on
associe le produit scalaire :

(P, Do)y = / Tk da:+/p1-p2k‘_1daz
Q Q

D’apres [9, 10] on peut déterminer les valeurs propres \,, de A ainsi que les vecteurs propres
associés 1, = (T, p,,), avec p,, = kVT}, /A, qui forment une base de (ker A)* = Ran A.
De plus on peut décomposer cette base en (Tﬁr)ieN* et (1; )ien~ de sorte que :

—00 = .. AT <L KA <0< < <A <= oo (5)

On nommera amont les modes pour z < 0 et aval les modes pour z > 0.

Dans notre cas on s’intéresse plus particulierement a T. Par définition la n-ieme fonction
propre 1, vérifie A, = \,1b,. Sion pose T'(z,y,z) = e**T,(x,y) alors T est une solution
de I’équation de I’énergie. On a alors :

1 +Y eI, 2<0

T = n N
- E af T 2 >0
n

ou on définit les coefficients «, par : oy, = )\% f a0 kVT, - nds.
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3 Formulation variationnelle et résultats

3.1 Formulation variationnelle

T

Soit ¢ = ‘ g solution de (3-4). D’apres [10] on peut définir s tel que : & = Vs

Soient ®1,Po€ (ker A)*. La formulation variationnelle de (3-4) s’écrit :

/(PGUTl T4+ Vs - VI + Vsy - VTl)dQ = /\/(k?TlTQ + k_1VS1 . VSQ)dQ (6)
Q Q

Nous avons implémenté cette formulation variationnelle en utilisant des éléments finis P1
sous FreeFem++ [12]. Notre but est de déterminer le champ de température 7' dans une
section de notre domaine et d’accéder ensuite au flux de température. Nous calculons
les valeurs propres et les vecteurs propres A, /7T, de l'opérateur A écrit sous la forme
variationnelle (6) en utilisant la méthode d’Arnoldi des librairies Lapack [13]. Ces bases
nous permettent de reconstruire la solution comme une somme infinie de modes propres
tronqués a un ordre arbitraire .

3.2 Résultats numériques

FiGc. 2 — Isovaleurs du champ de température pour Pe=20 dans une section du domaine
pour z > 0 pour une configuration de vitesse co-courant a gauche et contre-courant a
droite, pour deux tubes de rayons égaux a un quart du rayon du domaine et distant de
0.6 fois le rayon du domaine exterieur.

La figure 2 indique une coupe transverse de la configuration étudiée, pour laquelle deux
tubes cylindriques dans lesquels un profil de Poiseuille est établi convectent un champ
de température. On voit que la configuration contre-courant génere une dissymétrie du
champ de température comparée a celle du cas co-courant symétrique. Les isovaleurs ont
tendances a se concentrer vers le tube de gauche, ou donc les gradients de température et le
transfert thermique est beaucoup plus important que sur le tube de droite. Cette constation
implique que les gradients de température sont beaucoup plus importants sur le tube de
gauche. Par symmeétrie de cette configuration les modes amont du tube de droite sont les
modes aval de celui de gauche et réciproquement. Or nous constatons numériquement que
la contribution des modes avals est trés dominante devant celle les modes amont sur le
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Fia. 3 — Flux adimensionné par le nombre de Péclet sur le tube de droite pour z > 0 en
fonction de I’écartement entre les deux tubes pour un domaine périodique.
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Fi1G. 4 — Différence relative entre le flux calculé a partir du mode dominant et le flux calculé
avec tous les modes pour z > 0 en fonction du rayon du tube pour différents nombre de
Péclet.
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flux. Plus Pe augmente, plus le spectre des valeurs propres se déplace vers R™, diminuant
la contribution de la partie amont. C’est pourquoi le transfert est ici dominant dans le
tube de gauche, et c’est donc celle qui nous intéressera dans la suite.

Les figures 3 et 4 portent sur I’étude du flux total de chaleur. On observe au regard de
la superposition des courbes de la figure 2 que le transfert total est proportionnel au
nombre de Péclet. De plus dans cette configuration contre-courant on voit que le transfert
augmente légerement lorsqu’on éloigne les tubes. Outre les variations des échanges avec
les parametres hydrodynamique ou géométriques, on a cherché a évaluer comment la seule
contribution du premier mode approximme le flux total. On observe que méme pour des
Péclet modestes (ici 30), et a fortiori pour des Péclet plus grand, ce seul mode permet une
excellente approximation du flux total. Ce constat est encourageant pour développer des
stratégies d’approximations basés sur ce seul mode.

4 Conclusions

Nous avons analysé le probleme de Graetz généralisé en s’appuyant sur la formulation
proposée en [10]. Nous avons conduit une étude paramétrique du champ et du flux de
température. Cette étude montre que transfert convectif est proportionnel au nombre de
Péclet, et qu’il dépends plus modestement de la configuration géométrique. Il apparait que
le flux calculé a partir du mode dominant, dans la partie amont ou aval du spectre donne
une excellente approximation du flux total sur une large gamme de parameétres. Enfin nous
montrons que les transferts dans la zone amont sont tres petit comparés a ceux de la zone
aval. Cet écart augmente lorsque le nombre de Péclet croit, ce qui déplace le spectre des
valeurs propres vers R™, c’est a dire limite considérablement la taille de la zone d’échange
dans la zone amont, comme analysé en détail dans une configuration axi-symmétrique en

[9]-
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